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Dijkstras Algorithmus (Woche 10)

Eigenstindige Vorbereitung:
Lies LJ Erickson, Kapitel 8 ohne 8.7 (oder CLRS Kapitel 24 ohne 24.1 und 24.4) und schau dir das €3
Video der Woche an.

Zeichenlegende:

?

. Schriftliche Aufgabe, die du fristgerecht in Moodle abgibst. In der Klausur wirst du alle Aufgaben
schriftlich bearbeiten, daher ist das Feedback der Tutoren wichtig, damit du deine Schreibfihigkeiten
verbessern kannst.

Diese Art von Aufgabe musst du sicher kénnen, um die Klausur zu bestehen.

A Diese Art von Aufgabe musst du weitgehend kénnen, um die Klausur zu bestehen.

= Diese Art von Aufgabe musst du kénnen, um eine gute Note zu erhalten.

@ Diese Aufgabe ist als Knobelspaf$ gedacht, der das algorithmische Verstindnis vertieft.

Aufgabe 10.1 (Algorithmen und Eigenschaften ).

a) Gegeben sei der Graph aus Abbildung 1. Zeichne einen Baum kiirzester Wege fiir den Graphen (bei
Startknoten 0). Schreibe die Linge des kiirzesten Weges von Knoten 0 zu jedem Knoten.

b) Gib einen Beispielgraphen an, der negative Kantengewichte aber keine negativen Kreise hat, und auf
dem Dijkstras Algorithmus eine falsche Ausgabe erzeugt.

c) Gegeben sei nun ein Graph G mit z Knoten und 7 Kanten und ein Baum 7" in G, dessen Wurzel
Knoten s sei. Entwirf einen Algorithmus, der in Zeit O (7 + m) feststellt, ob 7" ein Baum kiirzester
Wege mit Startknoten s ist.

d) Sei T ein Baum kiirzester Wege von Knoten s in einem Graphen G. Ist 7 immer noch ein Baum
kirzester Wege, wenn wir auf alle Kantengewichte eine Konstante ¢ addieren?

: )
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Abbildung 1: Ein gerichteter, gewichteter Beispielgraph.

Aufgabe 10.2 (Noch mehr Kabel ). Die Kabelfernsehen-Firma AlgoMedia tibertrigt Kabelfernsehen
an alle Hauser in Algo-Stadt. Sie tibermitteln die T'V-Signale von ihrem Hauptsitz mittels eines Kabelnetz-
werks, wobei die Linge jedes Kabels bekannt ist. Die Kabel verlaufen zwischen Verteilerkisten: Es gibt
einen Kasten in jedem Haus, einen Kasten im Hauptsitz der Firma, und sonst keine weiteren Kisten. Jeder

Kasten ist durch direkte Kabel mit einem oder mehreren anderen Kisten verbunden. Es gibt X Hiuser
und K Kabel im Netzwerk.
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https://tcs.uni-frankfurt.de/algo1/
https://github.com/goethe-tcs/algo121-exercises/commit/ed6968aa05287d5f1a1f9f4304ac535d495af515
https://jeffe.cs.illinois.edu/teaching/algorithms/book/Algorithms-JeffE.pdf

Lése folgende Aufgaben:

a) AlgoMedia mochte, dass alle Kund:innen das bestmégliche Signal erhalten. Die Signalqualitdt sinkt
proportional zur Linge des Kabels. Gib einen Algorithmus an, der die Signale so von Kasten zu
Kasten leitet, dass die Signalqualitit fiir jeden Empfingerkasten maximiert wird.

b) Nach genauerer Betrachtung bemerkt AlgoMedia, dass die Qualitit eines Signals, wenn es durch
einen einzelnen Kasten lduft, genauso sinkt, als hitte es S Meter Kabellinge durchlaufen. Passe
deinen Algorithmus so an, dass er in diesem Szenario die Signale so leitet, dass die Empfangsqualitit
an jedem Kasten maximiert wird.

¢) Nach Kiirzungen von staatlichen Mitteln versucht AlgoMedia, Geld zu sparen und also nur absolut
notwendige Kabel zu behalten. Aktuell geben sie 42.000 Euro im Jahr fiir jeden Meter Kabel aus. Gib
einen Algorithmus an, der die giinstigste Moglichkeit berechnet, sodass alle Hiuser in Algo-Stadt
mit einem Signal versorgt werden kénnen.

Aufgabe 10.3 (Lingster Weg in gerichteten, kreisfreien Graphen /). Entwirfeinen Algorithmus, um
den ldngsten Weg in einem gerichteten, kreisfreien Graphen zu finden.

Aufgabe 10.4 (Dijkstra und Knotengewichte /). Sei G ein gerichteter Graph, bei dem alle Knoten ein
nicht-negatives Gewicht haben. Das Gewicht eines Weges in G ist jetzt die Summe der Gewichte der
Knoten auf dem Weg. Entwirf einen Algorithmus, um den kiirzesten Weg zwischen zwei Knoten in G zu
bestimmen.

Aufgabe 10.5 (Reiseplanung in Zombiezeiten \ ﬁ)

Scheinbar hat deine Gruppe es geschaftt, der brenzligen Zombiesituation des Union-Find Blattes zu
entkommen. Jetzt misst ihr den sichersten Weg zwischen zwei Stidten finden, um hoftentlich nicht
von Zombies gegessen zu werden. Der Graph G sei gegeben: Jeder Knoten ist eine Stadt und jede Kante
ist eine StrafSe zwischen zwei Stidten. Fiir jede Kante e gibt es eine Wahrscheinlichkeit s(¢) mit 0 <
s(e) < 1, die angibt, ob man die Benutzung der Strafie iiberlebt. Die Wahrscheinlichkeiten fiir die Kanten
sind unabhingig und die Wahrscheinlichkeit, auf einem Pfad P zu iberleben, ist das Produkt tiber die
Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Kanten.

Wenn man in diesem Beispiel direkt von Knoten 2 zu Knoten 4 geht, hat man eine Wahrscheinlichkeit von
50%, zu iiberleben. Wenn man aber den Pfad 2 — 3 — 4 nimmt, hat man eine Wahrscheinlichkeit von
0.7-0.9 = 0.63 = 63%, zu tiberleben. Entwirf einen Algorithmus, der fiir einen beliebigen, gegebenen
Eingabegraphen den sichersten Pfad zwischen zwei Knoten s und # bestimmt.
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Hinweis: Du kannst einen bereits bekannten Algorithmus mit geschickt gewdblten Eingaben benutzen, oder
du kannst einen bereits bekannten Algorithmus modifizieren. Falls miglich, ist das Benutzen eines bereits
bekannten Algorithmus einfacher und eleganter!

Aufgabe 10.6 (Tiethingende Aste). Eine Weide ist ein gewichteter, gerichteter Graph, den man aus

einem Binidrbaum erhilt, indem man fiir jedes Blatt jeweils eine zur Wurzel gerichtete Kante einfiigt. Alle
Kanten haben nicht-negative Gewichte.

Betrachte eine Weide mit 7z Knoten. Wir wollen fiir einen gegebenen Knoten s die kiirzesten Wege zu allen
anderen Knoten ermitteln.

a) P Wie lange braucht Dijkstras Algorithmus, um dieses Problem zu 16sen? Gib die Laufzeit als
Funktion von # an.

b) * Entwirf einen schnelleren Algorithmus.
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