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Ubungen zu Woche 7: NP-Hirte I

Dienstag
Hinweis: Auf Moodle findet ihr eine Umfrage zu dieser Woche, bitte bis Montagabend ausfiillen.

7.1 Schaltkreise. In der Vorlesung haben wir eine Reduktion von CIRCUITSAT auf 3SAT gesehen. Welche
3CNF Formel gibt diese Reduktion aus, wenn die Eingabe aus dem folgenden Schaltkreis besteht?

X1
X2

X3

* 7.2 DNF Erfiillbarkeit. Eine aussagenlogische Formel ist in disjunktiver Normalform (DNF), wenn sie
eine Disjunktion (OR) von Konjunktionstermen (AND) ist. Ein Beispiel fiir eine DNF ist:

(XAYAZDV(YAZ)V(XAYAZ).

Gegeben ist eine aussagenlogische Formel in disjunktiver Normalform. DNF-SAT entscheidet, ob diese
Formel erfiillbar ist.

a) & Beschreibe einen Algorithmus, der DNEF-SAT in Polynomialzeit [6st.

b) /® Wir zihlen das Jahr 2050, Prof. Regloh steht kurz vor dem Ruhestand, das Institut fir Informatik
steht kurz vor dem Umzug auf den Campus Riedberg, und du stehst kurz vor deinem Studienab-
schluss. Prof. Regloh méchte am Ende seiner Forschungskarriere nochmal einen richtig groflen
Erfolg erzielen und hat sich schon seit ein paar Monaten psychisch auffillig verhalten. Jetzt rennt er
jubelnd durch die Ginge, im Vorbeigehen schreit er dir folgendes zu:

Angenommen, wir haben eine aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform mit
héchstens 3 Literalen pro Klausel. Wir wollen herausfinden, ob diese Formel erfiillbar
ist. Wir kénnen das Distributivgesetz fiir Boolesche Operationen verwenden, um eine
dquivalente Formel in disjunktiver Normalform zu konstruieren. Zum Beispiel:

(xVIVIIANEVY) S (XA V(YAX)V(ZAX)V(ZAY).

Nun kénnen wir den Algorithmus aus Aufgabenteil a) verwenden, um in Polynomialzeit
herauszufinden, ob die entstandene DNF erfiillbar ist. Wir haben also 3SAT in Polyno-
mialzeit gel6st! Da 3SAT NP-schwer ist, gilt P = NP! Ich werde eine Million Dollar als
Preisgeld erhalten und berithmt werden!

Stimmt sein Beweis? Begriinde deine Antwort.!

1Hier ist eine Liste von 115 Manuskripten, die das P versus NP Problem mit derartigen oder dhnlich fehlerhaften Argumenten
angeblich Isen: https://www.win.tue.nl/~wscor/woeginger/P-versus-NP.htm
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@ 7.3 Interval Scheduling. Betrachte das folgende Entscheidungsproblem:

INTERVALSCHEDULING:
Sei eine Menge von Intervallen auf einer Zeitleiste sowie eine Zahl # gegeben. Enthilt diese
Menge eine Teilmenge von sich nicht tiberschneidenden Intervallen der Gréfie mindestens 42

Im Folgenden schreiben wir 4 <, B, wenn es eine Polynomialzeit-Reduktion gibt, die das Problem 4
auf das Problem B reduziert. Das heifSt, das Problem A soll in Polynomialzeit gelost werden, falls es einen
Algorithmus gibt, der B in Polynomialzeit 16st.

a) / Gilt INTERVALSCHEDULING <, MAXIMUMINDEPENDENTSET? Begriinde deine Antwort.
Tipp: Seotnn A sih Rtz 18T nstosA hn ollneioisl seriishol

b) A Gilt MAXIMUMINDEPENDENTSET <p INTERVALSCHEDULING? Begriinde deine Antwort.
Tipp: Ssorisnhin Sl staloz 3itrs 911Hil sosronpoesod sthlsH somedirogih-rhast® wn doth seonsid

i 7.4 Independent Set. Eine unabhingige Menge in einem Graphen G = (V, E) ist eine Teilmenge S C V/,
sodass {#, v} ¢ E furalle #,v € S gilt. Betrachte die folgenden drei Probleme:

o
H

INDEPENDENTSET: Gegeben ein Graph G = (V, E) und eine Zahl £ € N, gib TRUE aus, wenn G eine
unabhingige Menge der Grofie £ besitzt, sonst FALSE.

MAaxIMUMINDEPENDENTSET: Gegeben ein Graph G = (V, E), gib die Grofle der grof8ten unabhingigen
Menge in G aus.

SEARCHMAXIMUMINDEPENDENTSET: Gegeben ein Graph G = (V/, E), gib eine unabhingige Menge
in G mit maximaler Gréf3e aus.

Hierbei ist INDEPENDENTSET ein Entscheidungsproblem, MAXIMUMINDEPENDENTSET ist ein Optimie-
rungsproblem und SEARCHMAXIMUMINDEPENDENTSET ist ein Suchproblem. Wir zeigen nun, dass alle
drei Problem dquivalent sind beziiglich Polynomialzeit-R eduktionen.

a) & Entwirf einen Polynomialzeit-Algorithmus A fiir INDEPENDENTSET, der einen hypothetischen
Polynomialzeit-Algorithmus C fiir SEARCHMAXIMUMINDEPENDENTSET als Subroutine benutzt.

b) A Entwirf einen Polynomialzeit-Algorithmus B fiir MAXIMUMINDEPENDENTSET, der einen hypo-
thetischen Polynomialzeit-Algorithmus A fiir INDEPENDENTSET als Subroutine benutzt.

c) » Entwirf einen Polynomialzeit-Algorithmus C fiir SEARCHMAXIMUMINDEPENDENTSET, der
einen hypothetischen Polynomialzeit-Algorithmus B fiir MAXIMUMINDEPENDENTSET als Subrou-
tine benutzt. 77pp: A HhkwtO 1nh gut] Mot woionl wowts ot sdaiod

d) /® Was wissen wir nun {iber alle drei Probleme, falls P # NP gilt?

Donnerstag
Moodle® ® 7.5 Search-to-Decision fiir 3SAT. Angenommen es gibt einen Algorithmus 4, der in Polynomialzeit ftir

jede 3CNF-Formel @ entscheidet, ob diese erfullbar ist. Konstruiere einen Polynomialzeit-Algorithmus B,
der A als Subroutine nutzt, um eine erftillende Belegung von @ zu berechnen.
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@ 7.6 Perfektes Matching. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Eine Teilmenge A4 C E ist ein
Matching, wenn keine zwei Kanten aus A4 mit demselben Knoten verbunden sind. Ein Matching ist
perfekt, wenn jeder Knoten v € V' zu einer Kante m € M inzident ist. Eine dquivalente Definition
betrachtet die Grofle des Matchings: A1 ist perfekt genau dann, wenn [ | = [V|/2 gilt. Wir definieren
das PERFECTMATCHING-Problem:

PERFECTMATCHING:
Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E). Existiert ein perfektes Matching in G?

Dieses Problem kann in Polynomialzeit gel6st werden. Fiir allgemeine Graphen handelt es sich hierbei
um einen recht komplizierten Algorithmus, der einen Meilenstein in der kombinatorischen Optimierung
darstellt, und viele Anwendungen in Theorie und Praxis hat. Auf bipartiten Graphen ist das Problem
einfacher zu l6sen:

a) /® Entwirf einen Polynomialzeit-Algorithmus fiir PERFECTMATCHING auf bipartiten Graphen.
Tipp: dssussissuntl

Prof. Regloh behauptet, dass der folgende Algorithmus das Problem von allgemeinen Graphen auf bipartite
Graphen reduziert:

REDUCEGRAPH(G):

Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E). Erstelle daraus einen bipartiten Graphen
H = (V x{1,2}, Epy) wie folgt:

Jeder Knoten # € V" wird zu zwei Kopien (#, 1) und (#, 2). Die Knotenmenge von H ist also
partitioniert in zwei disjunkte Teile ; und 75 eines bipartiten Graphen, wobei

N={1)|uecV}und Voa={(x,2)|ueV}.

Die Menge Ep der Kanten von A ist definiert via

Ey = { (1, 1), (1,2)} | (4,0} € E }

Mit anderen Worten: Fiir alle Kanten {#, v} auf G fugen wir eine Kante zwischen (#, 1) und
(v,2) in H ein. Beachte, dass G keine Eigenschleifen hat und es dadurch in A furallex € IV
keine Kante {(#, 1), (#,2)} geben kann.

Ist die vorgeschlagene Reduktion korrekt? Um das herauszufinden, miissen wir tiberpriifen, ob A genau
dann ein perfektes Matching hat, wenn G eins hat.

b) P Zeige die folgende Aussage: Wenn G ein perfektes Matching hat, dann hat auch A eins.

c) P Widerlege die folgende Aussage: Wenn G kein perfektes Matching hat, dann hat auch A keins.
* Konstruiere ein Gegenbeispiel, in dem G drei Knoten hat. 7zpp: shsissQ

* Konstruiere ein Gegenbeispiel, in dem G eine gerade Anzahl an Knoten hat.
Begriinde jeweils, warum die behauptete Implikation falsch ist.
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Weitere Aufgaben und Projekte

* 7.7 Kundenanalyse. Zur Analyse des Kundenverhaltens benutzen Geschifte oftmals ein zweidimen-
sionales Array A4, in dem jede Zeile zu einem Kunden und jede Spalte zu einem verkauften Produkt
korrespondiert. Ein Eintrag A[7, ;] gibt an, welche Menge von Produkt ; der Kunde 7 gekauft hat, so hat
Chelsea im folgenden Beispiel siebenmal Katzenstreu gekauft:

Waschmittel Bier Windeln Katzenstreu

Raj 0 6 0 3
Alanis 2 3 0 0
Chelsea 0 0 0 7

Ein Geschift méchte nun zur Marktforschung eine dzverse Teilmenge der Kunden finden. Eine Teilmenge
S der Kunden heif$t divers, wenn keine zwei Kunden aus § jemals dasselbe Produkt gekauft haben (das
heif3t, es gibt fiir jedes Produkt nur genau einen Kunden aus S, der es gekauft hat). Nun lisst sich das
folgende Entscheidungsproblem formulieren:

Di1vERSETEILMENGE:
Seien ein 7 X m Array A, wie oben definiert, und eine natiirliche Zahl £ mit £ < 7 gegeben.
Gibt es eine diverse Teilmenge S der Kunden mit |S| > &?

Zeige, dass DIVERSETEILMENGE NP-vollstindig ist.

* 7.8 Search-to-Decision fiir 3COLOR. Angenommen es gibt einen Algorithmus 4, der in Polynomialzeit
fiir jeden Graphen G entscheidet, ob dieser eine echte Knotenfirbung mit drei Farben zulisst. Konstru-
iere einen Polynomialzeit-Algorithmus B, der 4 als Subroutine nutzt, um eine solche echte Firbung zu
konstruieren. (Hinweis: 4 darf wirklich nur ungefirbte Graphen als Eingabe erhalten.)
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